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4.   ΜΗΧΑΝΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΕΛΑΣΤΟΜΕΤΑΛΛΙΚΩΝ 
ΕΦΕ∆ΡΑΝΩΝ ΣΕ ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΘΛΙΨΗ ΚΑΙ 
ΚΑΜΨΗ 

 

 

 

4.1   Γενικά 

Το φυσικό ελαστικό κάτω από φόρτιση εµφανίζει έντονα µη-γραµµική 

συµπεριφορά. Αν και έχει αναπτυχθεί µαθηµατική θεωρία η οποία περιγράφει την 

συµπεριφορά εξιδανικευµένων ελαστικών στις µεγάλες παραµορφώσεις, τα 

αποτελέσµατα της είναι πολύπλοκα χωρίς πρακτική εφαρµογή για τον σχεδιασµό. Στις 

περισσότερες περιπτώσεις όπως στα ελαστοµεταλλικά εφέδρανα, έχουν πολύ καλή 

εφαρµογή απλές προσεγγιστικές σχέσεις µε βάση την θεωρία γραµµικής ελαστικότητας. 

Η επέκταση της γραµµικής θεωρίας στις µεγάλες παραµορφώσεις εισάγει σφάλµα της 

τάξης του ±15% στις υπολογισµένες δυσκαµψίες το οποίο είναι ανεκτό. 

Ο ακόλουθος Πίνακας 4-1 παρουσιάζει τις πειραµατικά µετρηµένες µηχανικές 

ιδιότητες δοκιµίων φυσικού ελαστικού συναρτήσει της σκληρότητας σε IRHD 

(International Rubber Hardness Degrees). Η ένδειξη της σκληρότητας µετράει την 

αναστρέψιµη ελαστική παραµόρφωση η οποία παράγεται από την εισχώρηση 

αντικειµένου ειδικού σχήµατος και κατά συνέπεια συσχετίζεται µε τις ελαστικές 

σταθερές του ελαστικού. Το µέτρο διόγκωσης K του φυσικού ελαστικού είναι πολύ 

µεγαλύτερο από το µέτρο ελαστικότητας E0 έτσι για πρακτικούς σκοπούς ο λόγος 

Poisson ν µπορεί να θεωρείται ίσος µε ½ και το φυσικό ελαστικό ασυµπίεστο ακόµα 

και κάτω από υψηλά φορτία. Το γεγονός ότι E0>3G δηλώνει ότι το φυσικό ελαστικό 

δεν είναι ισότροπο υλικό. 
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Πίνακας 4-1 Σκληρότητα και Ελαστικές Σταθερές Φυσικού Ελαστικού 

Σκληρότητα 
IRHD ± 2 

Μέτρο 
Ελαστικότητας 

Ε0 (MPa) 

Μέτρο 
∆ιατµήσεως 

G (MPa) 
k* 

Μέτρο 
∆ιογκώσεως 
Κ (MPa) 

30 0.92 0.30 0.93 2000 
35 1.18 0.37 0.89 2000 
40 1.50 0.45 0.85 2000 
45 1.80 0.54 0.80 2000 
50 2.20 0.64 0.73 2060 
55 3.25 0.81 0.64 2180 
60 4.45 1.06 0.57 2300 
65 5.85 1.37 0.54 2420 
70 7.35 1.73 0.53 2540 
75 9.40 2.22 0.52 2660 

* Ο διορθωτικός παράγοντας k χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό 
χαρακτηριστικών της συµπεριφοράς υπό θλίψη 

Τα ελαστοµεταλλικά εφέδρανα σεισµικής µόνωσης κατασκευάζονται από 

εναλλασσόµενες οριζόντιες στρώσεις φυσικού ελαστικού και µεταλλικών πλακών οι 

οποίες συνενώνεται µε το ελαστικό κατά την διαδικασία του βουλκανισµού και 

εµφανίζουν εξαιρετική αντοχή σε αποκόλληση. Η παρεµβολή των µεταλλικών πλακών 

έχει ως σκοπό την αύξηση της δυσκαµψίας σε κατακόρυφη συµπίεση µέσω της 

παρεµπόδισης της πλευρικής διόγκωσης του ελαστικού στα ύψη των πλακών. Για τον 

ίδιο λόγο αυξάνει και η καµπτική δυσκαµψία του εφεδράνου . Η δυσκαµψία σε 

οριζόντια διάτµηση πρακτικά δεν επηρεάζεται από την εισαγωγή των µεταλλικών 

πλακών και παραµένει συνήθως δύο τάξεις µεγέθους µικρότερη από την δυσκαµψία σε 

κατακόρυφη συµπίεση. 

Στο ακόλουθο Σχήµα 4-1 φαίνεται η συµπεριφορά ενός ελαστοµεταλλικού 

εφεδράνου σε διάτµηση, κατακόρυφη συµπίεση και κάµψη. Οι δύο τελευταίες 

περιπτώσεις θα εξεταστούν αναλυτικά στις επόµενες παραγράφους. 
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Σχήµα 4-1 Συµπεριφορά Ελαστοµεταλλικού Εφεδράνου σε ∆ιάτµηση, Συµπίεση και Κάµψη 

 

4.2   Συµπεριφορά Ελαστοµεταλλικών Εφεδράνων σε 
Κατακόρυφη Συµπίεση και Κάµψη 

 

Κατά την συµπίεση και την κάµψη των ελαστοµεταλλικών εφεδράνων 

παρουσιάζεται πλευρική διόγκωση των στρώσεων του ελαστικού. Το φαινόµενο αυτό 

εισάγει έντονες µη γραµµικότητες που καθιστούν πολύπλοκη την περιγραφή της 

αντίστοιχης συµπεριφοράς. Παρά την δυσκολία στην εκτίµηση τους οι ιδιότητες του 

εφεδράνου σε συµπίεση και κάµψη είναι ιδιαίτερα σηµαντικές για τον σχεδιασµό του 

συστήµατος σεισµικής µόνωσης. Έτσι η κατακόρυφη δυσκαµψία του συστήµατος 

σεισµικής µόνωσης ελέγχει την κατακόρυφη ιδιοπερίοδο η οποία πρέπει να είναι 

αρκετά πιο δύσκαµπτη από την οριζόντια ιδιοπερίοδο. Επιπλέον από την καµπτική 

δυσκαµψία των εφεδράνων εξαρτάται το κρίσιµο φορτίο λυγισµού των εφεδράνων. Ο 

συντελεστής ασφαλείας έναντι λυγισµού των εφεδράνων είναι ένας σηµαντικός 

περιορισµός του σχεδιασµού του συστήµατος σεισµικής µόνωσης.  

Η συµπεριφορά του εφεδράνου σε συµπίεση και κάµψη εξαρτάται έντονα από τον 

συντελεστή σχήµατος των στρώσεων. Ο συντελεστής σχήµατος των στρώσεων του 

ελαστικού S ορίζεται ως ο λόγος της φορτιζόµενης επιφάνειας της στρώσης σε κάτοψη 

Aloaded προς την παράπλευρη ελεύθερη φορτίσεως επιφάνεια Afree όπως φαίνεται στο 

ακόλουθο σχήµα. 
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Σχήµα 4-2 Ορισµός Συντελεστή Σχήµατος Στρώσης Ελαστικού 

 

Ο συντελεστής σχήµατος εκφράζει τον αδιάστατο λόγο των διαστάσεων σε κάτοψη 

προς το πάχος t της στρώσης ελαστικού. Όσο πιο λεπτή είναι η στρώση του ελαστικού 

τόσο µεγαλύτερος είναι ο συντελεστής σχήµατος. Για µια κυκλική στρώση ελαστικού 

διαµέτρου Φ και πάχους t ισχύει : 
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Όµοια µπορούν να υπολογιστούν οι συντελεστές σχήµατος των παρακάτω 

περιπτώσεων στρώσεων ελαστικού πάχους t. 

 

Πίνακας 4-2 Συντελεστής Σχήµατος Στρώσεων Ελαστικού 

Απειροµήκης 
λωρίδα πλάτους 
b 

Κυκλική 
στρώση 
διαµέτρου Φ  

Κυκλική στρώση 
διαµέτρου Φext µε 
κεντρική κυκλική οπή 
διαµέτρου Φint 

Τετραγωνική 
στρώση πλευράς 
α 

Ορθογωνική 
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Όσο αυξάνει ο συντελεστής σχήµατος των στρώσεων του εφεδράνου τόσο αυξάνει η 

κατακόρυφη και καµπτική δυσκαµψία. Όπως θα φανεί στην συνέχεια η αύξηση στις 

παραπάνω δυσκαµψίες είναι περίπου ανάλογη του τετραγώνου του συντελεστή 

σχήµατος. Οι επόµενες δύο παράγραφοι περιγράφουν τις ιδιότητες των 

ελαστοµεταλλικών εφεδράνων σε συµπίεση και κάµψη σύµφωνα µε την γραµµική 

ελαστική θεωρία. Οι σχέσεις αυτές αναφέρονται σε ελαστοµεταλλικά εφέδρανα. Για τα 

ελαστοµεταλλικά εφέδρανα µε πυρήνα µολύβδου (LRB) δεν έχουν παραχθεί 

αντίστοιχες σχέσεις. Η συνήθης πρακτική για τον προσδιορισµό των ιδιοτήτων των 

εφεδράνων LRB είναι η εφαρµογή των προηγούµενων σχέσεων για ένα πλήρες 

ελαστοµεταλλικό εφέδρανο µε την ίδια εξωτερική διάµετρο (δηλαδή µε επέκταση του 

ελαστοµεταλλικού µέρους και στον πυρήνα µολύβδου). Η σύγκριση της συµπεριφοράς 

σε συµπίεση τετραγωνικών εφεδράνων η οποία παρουσιάζεται από τους Mori et al 

δείχνει µικρή απόκλιση για εφέδρανα µε ή χωρίς πυρήνα µολύβδου κάτι που 

υποστηρίζει την προηγούµενη πρακτική. 

 

4.3   Συµπεριφορά σε Κατακόρυφη Συµπίεση 

Η συµπεριφορά ενός ελαστοµεταλλικού εφεδράνου σε κατακόρυφη συµπίεση κατά 

την αρχική φάση της φόρτισης είναι ιδιαίτερα µη γραµµική και εξαρτάται από πολλούς 

δευτερεύοντες παράγοντες που δεν µπορούν να προβλεφτούν αναλυτικά. Η τελική 

συµπεριφορά του εφεδράνου εκτιµάται αναλυτικά από την επόµενη σχέση 

κατακόρυφης δυσκαµψίας, κατ’ αναλογία µε την κατακόρυφη δυσκαµψία δοκού. 

 
r

rc
v t

AEK =  (4-2) 

όπου Αr η διατοµή του ελαστικού η οποία είναι συγκολληµένη στις µεταλλικές πλάκες 

ενίσχυσης, tr το συνολικό πάχος των στρώσεων του ελαστικού και Ec είναι το µέτρο 

συµπιεστότητας των στρώσεων ελαστικού. Υπάρχουν διάφορες λύσεις για τον 

υπολογισµό του µέτρου συµπιεστότητας Ec, οι περισσότερες των οποίων παραδέχονται 

γραµµικώς ελαστική συµπεριφορά και µικρές παραµορφώσεις. Στην συνέχεια θα 

παρουσιαστούν τα αποτελέσµατα των δύο πιο συχνά χρησιµοποιούµενων θεωρήσεων.  
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Η 1η θεώρηση οφείλεται στους Gent και Lindley και έχει υιοθετηθεί από την 

Βρετανική οδηγία BE 1/76. H επίλυση τους αναφέρεται σε κυκλικά εφέδρανα και 

εφέδρανα απειροµήκους λωρίδας και για παραδοχή ασυµπίεστου υλικού (ν=½). Για την 

περίπτωση εφεδράνου απειροµήκους λωρίδας η λύση προκύπτει µέσω της διαδικασίας 

η οποία περιγράφει το Σχήµα 4-3. Το κατακόρυφο φορτίο P επιµερίζεται σε δύο µέρη. 

Το P1 είναι το φορτίο που απαιτείται για την βύθιση της στρώσης κατά δ µε τις ακραίες 

επιφάνειες του εφεδράνου τελείως λείες, το P2 είναι το φορτίο που απαιτείται για να 

κρατηθεί το εφέδρανο σε αυτή την θέση ενώ ταυτόχρονα ασκούνται διατµητικές τάσεις 

οι οποίες επαναφέρουν τις ακραίες επιφάνειες στην σωστή θέση. Σε αυτή την φάση 

γίνεται η παραδοχή ότι αρχικώς κατακόρυφα επίπεδα παίρνουν παραβολική µορφή 

 

Σχήµα 4-3 ∆ιαδικασία της Λύσης των Gent και Lindley  

 

Το αποτέλεσµα για παραδοχή ασυµπίεστου υλικού είναι για στρώσεις απειροµήκους 

λωρίδας ( )2
0 1

3
4 SEEC +=∞  και για κυκλικές στρώσεις ( )2

0 21 SEEC +=∞ . 

Η προηγούµενη σχέση τροποποιείται για καλύτερη προσαρµογή σε πειραµατικά 

δεδοµένα ως εξής : 

 ( )2
0 21 kSEEC +=∞  (4-3) 

όπου k είναι διορθωτικός παράγοντας ο οποίος προκύπτει από πειραµατικά δεδοµένα 

και τον δίνει ο Πίνακας 4-1 και E0 είναι το µέτρο ελαστικότητας του ελαστικού. Η 

επίδραση της συµπιεστότητας του ελαστικού µειώνει το µέτρο συµπιεστότητας του 

υλικού από Ec
∞ σε Ec. Η επίδραση αυτή λαµβάνεται υπόψη από την ακόλουθη 

εµπειρική σχέση : 
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KEE CC

111
+= ∞  (4-4) 

όπου K είναι το µέτρο διόγκωσης του ελαστικού. 

 

Η 2η θεώρηση παρουσιάστηκε από τον Conversy και επεκτάθηκε από τους Chaloub 

και Kelly. Τα συµπεράσµατα αυτής της θεώρησης παρουσιάζονται από τον Kelly. Η 

θεώρηση βασίζεται στην γραµµική ελαστική θεωρία µε τις παραδοχές ότι σηµεία σε 

κατακόρυφες ευθείες βρίσκονται σε παραβολή µετά την παραµόρφωση και ότι σε κάθε 

σηµείο του όγκου οι ορθές τάσεις έχουν την ίδια τιµή σx=σy=σz=p(x,y). Επιπλέον η 

συµπιεστότητα του ελαστικού µπορεί να ληφθεί υπόψη κατά την επίλυση. Οι 

συνοριακές συνθήκες είναι ότι οι άνω και κάτω επιφάνειες της στρώσης είναι 

συγκολληµένες σε άκαµπτες πλάκες. 

Στον ακόλουθο πίνακα φαίνονται τα αποτελέσµατα αυτής της θεώρησης για το 

µέτρο συµπιεστότητας Ec
∞ της στρώσης ελαστικού µε παραδοχή ασυµπίεστου υλικού 

 

Πίνακας 4-3 Μέτρο Συµπιεστότητας Στρώσης Ασυµπίεστου Ελαστικού 

Απειροµήκης 
λωρίδα πλάτους b 

Κυκλική στρώση 
διαµέτρου Φ  

Τετραγωνική 
στρώση πλευράς α 

24GSEc =∞  26GSEc =∞  273.6 GSEc =∞  

 

Η επίδραση της συµπιεστότητας του ελαστικού µειώνει το µέτρο συµπιεστότητας 

της στρώσης από Ec
∞ σε Ec. Η επίδραση αυτή είναι ισχυρότερη όσο αυξάνει ο 

συντελεστής σχήµατος της στρώσης. Εάν ληφθεί υπόψη η συµπιεστότητα του 

ελαστικού τότε προκύπτουν πολύπλοκες εκφράσεις για το µέτρο συµπιεστότητας υπό 

µορφή σειράς ή υπό µορφή συναρτήσεων Bessel. Στην βιβλιογραφία δίνονται 

προσεγγιστικές εκφράσεις οι οποίες αποτελούνται από τους δύο πρώτους όρους του 

αναπτύγµατος των πολύπλοκων εκφράσεων για µικρούς συντελεστές σχήµατος και 

δίνονται στον ακόλουθο πίνακα.  
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Πίνακας 4-4 Μέτρο Συµπιεστότητας Στρώσης Συµπιεστού Ελαστικού (Μέτρο ∆ιόγκωσης Κ) 

Απειροµήκης λωρίδα πλάτους 2b Κυκλική στρώση διαµέτρου Φ 
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όπου Κ είναι το µέτρο διόγκωσης του ελαστικού µε τυπική τιµή τα 2000MPa. Ο πρώτος 

όρος του αναπτύγµατος αντιστοιχεί στην λύση για ασυµπίεστο ελαστικό. Οι δύο αυτές 

εκφράσεις για στρώση συµπιεστού ελαστικού µπορούν να γραφούν προσεγγιστικά αν 

στην σχέση (4-4) αντικατασταθεί ο δεύτερος όρος µε 6/(5Κ) και 4/(3Κ) αντίστοιχα. 

 

Όταν το εφέδρανο υπόκειται σε κατακόρυφη θλίψη τότε λόγω της πλευρικής 

διόγκωσης δηµιουργείται διατµητική παραµόρφωση η οποία προστίθεται στην 

διατµητική παραµόρφωση λόγω οριζόντιας µετακίνησης. Η µέγιστη τιµή της 

διατµητικής παραµόρφωσης λόγω κατακόρυφης συµπίεσης γc εµφανίζεται στις ακραίες 

παρειές της στρώσης και δίνεται για την περίπτωση κυκλικής στρώσης για ασυµπίεστο 

και συµπιεστό ελαστικό αντίστοιχα από τις παρακάτω σχέσεις : 

 cc Sεγ 6=∞   και  



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Η πρώτη σχέση είναι ακριβής ενώ η δεύτερη είναι προσεγγιστική.  

Όπου εc είναι η κατακόρυφη θλιπτική παραµόρφωση λόγω του θλιπτικού κατακόρυφου 

φορτίου. Αν δ είναι η κατακόρυφη µετατόπιση του εφεδράνου τότε ισχύει 

 
rt
δ

=cε  (4-6) 

 

4.4   Συµπεριφορά σε Κάµψη 

Αν το ελαστοµεταλλικό εφέδρανο αποτελείται από n στρώσεις ελαστικού πάχους t 

και υποβάλλεται σε καθαρή κάµψη τότε η δυσκαµψία σε καµπτική στροφή των άκρων 

δίνεται κατ’ αναλογία µε την θεωρία δοκών ως : 
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( ) ( )

r

effeff
b t

EI
nt

EI
K ==

1  (4-7) 

όπου (EI)eff είναι η καµπτική δυσκαµψία της µιας στρώσης ελαστικού. Η καµπτική 

δυσκαµψία στρώσεων ελαστικού µπορεί να υπολογιστεί µε παρόµοια θεώρηση όπως η 

2η θεώρηση για τον υπολογισµό του µέτρου συµπιεστότητας. Στον ακόλουθο πίνακα 

φαίνονται τα αποτελέσµατα αυτής της θεώρησης για την καµπτική δυσκαµψία (EI)eff
∞ 

της στρώσης ελαστικού µε την παραδοχή ασυµπίεστου υλικού. 

 

Πίνακας 4-5 Καµπτική ∆υσκαµψία Στρώσης Ασυµπίεστου Ελαστικού 

Απειροµήκης λωρίδα 
πλάτους 2b 


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

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3
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
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64
πΦ4
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Τετραγωνική στρώση 
πλευράς α 









=

12
α4

I  

( ) 
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



= ∞∞ IEEI ceff 5

1  ( ) 





= ∞∞ IEEI ceff 3

1 ( ) ( )IEEI ceff 329.0∞∞ =  

 

όπου I είναι η ροπή αδράνειας της επιφάνειας κάθε στρώσης σε κάτοψη. Η µειωµένη 

τιµή της καµπτικής δυσκαµψίας σε σχέση µε την τιµή ΕΙ της θεωρίας δοκών οφείλεται 

στο ότι η κατανοµή της πίεσης έχει µορφή κυβικής παραβολής έναντι της γραµµικής 

κατανοµής κατά την θεωρία δοκών.  

Οµοίως εάν ληφθεί υπόψη η συµπιεστότητα του ελαστικού τότε προκύπτουν 

πολύπλοκες εκφράσεις για την καµπτική δυσκαµψία υπό µορφή σειράς ή υπό µορφή 

συναρτήσεων Bessel. Στην συνέχεια δίνονται προσεγγιστικές εκφράσεις οι οποίες 

αποτελούνται από τους δύο πρώτους όρους του αναπτύγµατος των πολύπλοκων 

εκφράσεων για µικρούς συντελεστές σχήµατος. 

 

Πίνακας 4-6 Καµπτική ∆υσκαµψία Στρώσης Συµπιεστού Ελαστικού (Μέτρο ∆ιόγκωσης Κ) 

Απειροµήκης λωρίδα πλάτους 2b Κυκλική στρώση διαµέτρου Φ 
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όπου Κ είναι το µέτρο διόγκωσης του ελαστικού µε τυπική τιµή τα 2000MPa. Ο 

πρώτος όρος του αναπτύγµατος αντιστοιχεί στην λύση για ασυµπίεστο ελαστικό.  

 

4.5   Ανάλυση Ευστάθειας Ελαστοµεταλλικών Εφεδράνων 

 

Ένα ελαστοµεταλλικό εφέδρανο πολλών στρώσεων είναι πιθανό να εµφανίσει 

απώλεια της ευστάθειας του (λυγισµός) κατά την οποία κυριαρχεί η µικρή διατµητική 

δυσκαµψία του. Η ανάλυση της απώλειας της ευστάθειας του εφεδράνου θεωρώντας το 

ως ένα σύνθετο συνεχές µέσο, µπορεί να γίνει µε ανάλογο τρόπο µε την ελαστική 

ανάλυση της ευστάθειας των δοκών (λυγισµός Euler). Επιπρόσθετα εξετάζεται και η 

επίδραση των διατµητικών παραµορφώσεων µε την θεώρηση ότι επίπεδες και κάθετες 

διατοµές στον απαραµόρφωτο διαµήκη άξονα παραµένουν µετά την παραµόρφωση του 

επίπεδες αλλά όχι κατ’ ανάγκη κάθετες σε αυτόν. 

 

4.5.1  Ευστάθεια Εφεδράνου χωρίς Επιβεβληµένες Πλευρικές 
Μετακινήσεις (Λυγισµός στην Απαραµόρφωτη Θέση) 

 

Αν h είναι το συνολικό ύψος του εφεδράνου (ολικό πάχος στρώσεων tr ελαστικού 

συν το πάχος των µεταλλικών φύλλων) τότε το εφέδρανο µπορεί να θεωρηθεί ως 

υποστύλωµα µήκους h µε επιφάνεια διατοµής την επιφάνεια του συγκολληµένου 

ελαστικού Α όπως εικονίζεται στο Σχήµα 4-4. Οι συνήθεις συνθήκες στήριξης των 

ελαστοµεταλλικών εφεδράνων περιλαµβάνουν απαγόρευση της στροφής των άνω και 

κάτω επιφανειών. Το εφέδρανο παραµένει αµετακίνητο πλευρικά µέχρι το κρίσιµο 

στάδιο του λυγισµού όπου η άνω επιφάνεια µπορεί να µετακινείται πλευρικά. 
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Σχήµα 4-4 Λυγισµός Εφεδράνου χωρίς Επιβεβληµένες Πλευρικές Μετακινήσεις 

 

Θεωρούµε την ισορροπία ενός απειροστού τµήµατος µήκους dx στο κρίσιµο στάδιο 

του λυγισµού. Η κάτω παρειά του απειροστού τµήµατος στρέφεται κατά γωνία θ λόγω 

της παραµόρφωσης του µέρους του υποστυλώµατος µέχρι την θέση x. Η άνω παρειά 

του απειροστού τµήµατος στρέφεται κατά επιπλέον γωνία dθ λόγω της κάµψης του 

τµήµατος. Ακόµα το τµήµα υποβάλλεται σε διατµητική παραµόρφωση γ λόγω της 

τέµνουσας δύναµης V. Αν u(x) είναι οι πλευρικές µετακινήσεις κατά µήκος 

υποστυλώµατος τότε η κλίση στην θέση x είναι : 

 γθ
dx
du

+=  (4-8) 

Επιπλέον η διατµητική παραµόρφωση γ συνδέεται µε την αντίστοιχη διατµητική 

τάση τ µέσω του µέτρου διάτµησης του υλικού G ως εξής : 

 
GA

V
G
τγ

s

==  (4-9) 

όπου 
r

s t
hAA =  είναι η ενεργός διατµητική επιφάνεια η οποία είναι µεγαλύτερη από την 

επιφάνεια διατοµής A έτσι ώστε να ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι οι µεταλλικές πλάκες 

δεν παραµορφώνονται διατµητικά. Εντελώς ανάλογα προσαυξάνεται και η καµπτική 

δυσκαµψία του εφεδράνου σε ( ) ( )
r

effseff t
hEIEI =, . 

h

P M H 0 0 

0 0 H M δ 

P

P

P

P
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Η διατµητική δύναµη V στην παρειά του απειροστού στοιχείου παράγεται από την 

κατακόρυφη δύναµη P σύµφωνα µε την σχέση : 

 PθθPV == sin  (4-10) 

Σύµφωνα µε τις σχέσεις (4-8), (4-9) και (4-10) ισχύει : 

 







+=⇒








+=

GA
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dx
ud
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dθ

GA
Pθ

dx
du

ss

11 2

2

 (4-11) 

Η καταστατική σχέση ροπών-καµπυλοτήτων του υποστυλώµατος µπορεί να γραφεί 

θεωρώντας την ισορροπία κατά το κρίσιµο στάδιο του λυγισµού ως εξής 

 ( ) ( ) seffseff EI
xhHxPuM

EI
M

dx
dθ

,

00

,

)()( −−−
==  (4-12) 

Εισάγοντας την σχέση (4-11) έχουµε : 

 ( ) ( )[ ]xhHM
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ssseff
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Η προηγούµενη σχέση αποτελεί την διαφορική εξίσωση ισορροπίας του 

υποστυλώµατος. Κατά το κρίσιµο στάδιο λυγισµού το υποστύλωµα µπορεί να 

ισορροπεί και σε παραµορφωµένη θέση. Η απαίτηση αυτή οδηγεί στην παρακάτω 

εξίσωση για το κατακόρυφο φορτίο P : 

 02 =−+ ESS PPPPP  (4-14) 

Έτσι το κρίσιµο φορτίο λυγισµού Pcrit προκύπτει από την επίλυση ως προς P της 

προηγούµενης εξίσωσης. 

 
2

42
ESSS

crit
PPPP

P
++−

=  (4-15)  

όπου PE είναι το φορτίο ελαστικού λυγισµού Euler για το υποστύλωµα και ως Ps 

ορίζεται η διατµητική δυσκαµψία ανά µονάδα µήκους σύµφωνα µε τις σχέσεις : 

 
( )

2

2π
h
EI

P S
E =   και  SS GAP =  (4-16) 
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Η προηγούµενη σχέση µπορεί να απλοποιηθεί αν υποτεθεί ότι PE>>PS όπως 

συµβαίνει συνήθως για τα τυπικά εφέδρανα. 

 EScrit PPP =  (4-17) 

Τελικά το φορτίο λυγισµού ελαστοµεταλλικού εφεδράνου στην απαραµόρφωτη θέση 

δίνεται από την σχέση : 

 
( ) ( )

2

2

2

2 ππ

r

eff

r

eff

r
crit t

EI
GA

t
h

h
EI

t
hGAP =⋅=  (4-18)  

Ο συντελεστής ασφαλείας έναντι ελαστικού λυγισµού στην απαραµόρφωτη θέση 

δίνεται από την σχέση : 

 
P

PSF crit
b =  (4-19) 

Ικανοποιητικός συντελεστής ασφαλείας έναντι λυγισµού στην απαραµόρφωτη θέση 

(π.χ. SFb>2.5) πρέπει να εξασφαλίζεται για τις µη σεισµικές φορτίσεις όπου το 

εφέδρανο δεν µετατοπίζεται πλευρικά. Για τις συνήθεις διαστάσεις εφεδράνων και τα 

συνήθη κατακόρυφα φορτία ο ελαστικός λυγισµός στην απαραµόρφωτη θέση δεν 

αποτελεί πρόβληµα για τον σχεδιασµό.  

Ένα απροσδόκητο συµπέρασµα είναι το ότι ο λυγισµός των εφεδράνων αποτελεί 

πρόβληµα για τα συστήµατα σεισµικής µόνωσης µε µικρό συνολικό κατακόρυφο 

φορτίο. Το γεγονός αυτό µπορεί να εξηγηθεί από τις προηγούµενες σχέσεις µέσω της 

παρακάτω απλοποιητικής θεώρησης. Έστω ένα σύστηµα σεισµικής µόνωσης το οποίο 

αποτελείται από ένα µόνο κυκλικό ελαστοµεταλλικό εφέδρανο. Η καµπτική δυσκαµψία 

του εφεδράνου αγνοώντας την συµπιεστότητα του ελαστικού γράφεται ως εξής : 

 ( )
π
AtK

π
At

t
AEπΦEIEEI r

V
r

r

ccc
eff 12126433

4

====  (4-20) 

όπου KV=EcΑ/tr είναι η κατακόρυφη δυσκαµψία του εφεδράνου. Επιπλέον αν 

αντικατασταθεί η οριζόντια δυσκαµψία του εφεδράνου KH=GA/tr τότε το κρίσιµο 

φορτίο λυγισµού στην απαραµόρφωτη θέση γίνεται : 
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( ) ( )

12
πππ 2

2

2 AKK
t
EI

K
t
EI

GAP VH
r

eff
H

r

eff
crit ===  (4-21) 

Τότε ο συντελεστής ασφαλείας έναντι λυγισµού στην απαραµόρφωτη θέση SFb 

γράφεται συναρτήσει της οριζόντιας ιδιοσυχνότητας ωΗ2=gΚΗ/P, της κατακόρυφης 

ιδιοσυχνότητας ωV
2=gΚv/P και της κατακόρυφης πίεσης p=P/A ως εξής : 

 P
pg

ωωSFP
P
A

P
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P
gK

g
A

P
KK

P
PSF VH

b
VHVHcrit

b 12
π

12
π

12
π

22 =⇒===  (4-22) 

Παρατηρούµε ότι για δεδοµένη οριζόντια ιδιοσυχνότητα ωΗ, κατακόρυφη 

ιδιοσυχνότητα ωV και κατακόρυφη πίεση p, όσο µειώνεται το κατακόρυφο φορτίο P 

τόσο µειώνεται και ο συντελεστής ασφάλειας έναντι λυγισµού SFb. Το προηγούµενο 

συµπέρασµα θα µπορούσε να γενικευθεί για συστήµατα σεισµικής µόνωσης µε µικρό 

συνολικό κατακόρυφο φορτίο. Ο λυγισµός περιορίζει την αποδοτικότητα αυτών των 

συστηµάτων αφού η ιδιοπερίοδος του συστήµατος σεισµικής µόνωσης που µπορεί να 

επιτευχθεί είναι σχετικά µικρή. Το φαινόµενο αυτό δεν κρίσιµο κατά την σεισµική 

µόνωση των συνήθων κτηρίων. Αντίθετα κάνει απαγορευτική την χρήση 

ελαστοµεταλλικών εφεδράνων για την σεισµική µόνωσης ελαφριών αντικειµένων όπως 

εκθέµατα µουσείων.  

  

4.5.2  Ευστάθεια Εφεδράνου µε Επιβεβληµένες Πλευρικές Μετακινήσεις 
(Λυγισµός στην Παραµορφωµένη Θέση) 

 

Η αλληλεπίδραση κατακόρυφου φορτίου P και οριζόντιας µετατόπισης D µπορεί να 

οδηγήσει σε αστάθεια στην παραµορφωµένη θέση του εφεδράνου για µικρότερο 

κρίσιµο φορτίο λυγισµού σε σχέση µε τον λυγισµό στην απαραµόρφωτη θέση. Η 

ακριβής εκτίµηση της συµπεριφοράς του εφεδράνου σε συνδυασµό κατακόρυφου 

φορτίου P και οριζόντιας µετατόπισης D απαιτεί πολύπλοκη µη γραµµική ανάλυση. 

Αντίθετα πιο απλές ηµι-εµπειρικές προσεγγίσεις οδηγούν σε συντηρητικά 

αποτελέσµατα τα οποία όµως είναι αρκετά ακριβή και επιβεβαιώνονται και 

πειραµατικά.  
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Υπάρχουν δύο απλές υποθέσεις για την αλληλεπίδραση κατακόρυφου φορτίου P και 

οριζόντιας µετατόπισης D. Η πρώτη είναι ότι η αστάθεια εµφανίζεται για φορτίο 

λυγισµού Pcrit’<Pcrit έτσι ώστε η κατακόρυφη πίεση στην αποµειωµένη επιφάνεια 

κάτοψης Ared να είναι ίση µε την αντίστοιχη πίεση κατά τον λυγισµό στην 

απαραµόρφωτη θέση. Συνεπώς κατά την πρώτη υπόθεση το κρίσιµο φορτίο λυγισµού 

στην παραµορφωµένη θέση δίνεται από την σχέση : 

 
A

A
P
P

A
P

A
P red

crit

critcrit

red

crit =⇒=
''  (4-23) 

Η δεύτερη υπόθεση θεωρεί ότι η αστάθεια εµφανίζεται για φορτίο λυγισµού 

Pcrit’<Pcrit το οποίο προκύπτει από την έκφραση του φορτίου λυγισµού στην 

απαραµόρφωτη θέση αν αντικατασταθεί η επιφάνεια διατοµής Α µε την αποµειωµένη 

επιφάνεια κάτοψης Ared. Έτσι κατά την δεύτερη υπόθεση ισχύει 
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 (4-24) 

 

Σχήµα 4-5 Αποµειωµένη Επιφάνεια Κάτοψης Ared 

 

red 
A 

D

h 
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Παρατηρούµε ότι και για τις δύο υποθέσεις το κρίσιµο φορτίο λυγισµού στην 

παραµορφωµένη θέση Pcrit’ µηδενίζεται όταν µηδενίζεται η αποµειωµένη επιφάνεια 

κάτοψης Ared δηλαδή όταν η οριζόντια µετατόπιση D γίνει ίση µε την διάσταση του 

εφεδράνου. 

Η αποµειωµένη επιφάνεια Ared προκύπτει συναρτήσει της οριζόντιας µετατόπισης D 

για κάθε κάτοψη εφεδράνου. Για ορθογωνικό εφέδρανο α x b µε οριζόντια µετατόπιση 

D παράλληλη στην πλευρά α ισχύει : 

 ( )
a
D

A
ADabA red

red −=⇒−= 1  (4-25) 

Για εφέδρανο κυκλικής διατοµής διαµέτρου Φ ο προσδιορισµός της αποµειωµένης 

επιφάνειας Ared είναι πιο δύσκολος και τελικά δίνεται από την σχέση 

 
π
θθ

A
Ared sin−

=   όπου  





= −

Φ
Dθ 1cos2   (θ σε rad) (4-26) 

O Πίνακας 4-7 και το Σχήµα 4-6 παρουσιάζουν την µεταβολή του κρίσιµου φορτίου 

λυγισµού στην παραµορφωµένη θέση Pcrit’ κυκλικού εφεδράνου διαµέτρου Φ 

συναρτήσει της οριζόντιας µετακίνησης D για τις δύο παραπάνω υποθέσεις. 

 

Πίνακας 4-7 Αποµειωµένη Επιφάνεια Κάτοψης Ared Κυκλικού Εφεδράνου (Αδιαστατοποιηµένη) 

D /Φ 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
Α red /A 1.000 0.873 0.747 0.624 0.505 0.391 0.285 0.188 0.1041 0.0681 0.0374 0.0133 0.0000
A red /A 1.000 0.934 0.864 0.790 0.710 0.625 0.534 0.434 0.323 0.261 0.193 0.115 0.000  

 

Μια σειρά από πειραµατικά δεδοµένα σε µικρά ελαστοµεταλλικά εφέδρανα έδειξαν 

ότι η δεύτερη υπόθεση είναι η πιο κατάλληλη. Η πρώτη υπόθεση ήταν υπερβολικά 

συντηρητική. Αντίθετα η δεύτερη υπόθεση, αν και επίσης συντηρητική, ήταν αρκετά 

ακριβής για το εύρος φορτίων και µετατοπίσεων που εµφανίζονται στην πράξη.  
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Σχήµα 4-6 Κρίσιµο Φορτίο Λυγισµού Κυκλικού Εφεδράνου στην Παραµορφωµένη Θέση Pcrit’ 

Συναρτήσει της Οριζόντιας Μετατόπισης D 

 

4.6   Επίδραση Κατακόρυφου Φορτίου στην Συµπεριφορά των 
Ελαστοµεταλλικών Εφεδράνων 

 

Η επίδραση του κατακόρυφου αξονικού φορτίου στα ελαστοµεταλλικά εφέδρανα 

έχει τις ακόλουθες συνέπειες 

- Μείωση της οριζόντιας ακαµψίας 

- Κατακόρυφη βύθιση κατά την οριζόντια µετατόπιση 

- Αύξηση του βαθµού απόσβεσης 

Το απλό µοντέλο που παρουσιάζεται παρακάτω περιγράφει τα δύο πρώτα φαινόµενα 

µε ικανοποιητική ακρίβεια. Το µοντέλο αποτελείται από ένα άκαµπτο υποστύλωµα 

ύψους h το οποίο στηρίζεται στην βάση του µέσω οριζόντιου µετατοπισιακού 

ελατηρίου ακαµψίας K2 και στροφικού ελατηρίου σταθεράς Κ1 (Σχήµα 4-7). Το 

υποστύλωµα υποβάλλεται σε κατακόρυφο αξονικό φορτίο P και οριζόντια δύναµη FH. 
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Σχήµα 4-7 Απλοποιητικό Μοντέλο για την Περιγραφή της Επίδρασης του Κατακόρυφου 

Φορτίου 

 

Οι ακαµψίες των δύο ελατηρίων επιλέγονται έτσι ώστε να αντιστοιχούν σε φυσικές 

ιδιότητες του ελαστοµεταλλικού εφεδράνου. Έτσι η στροφική ακαµψία Κ1 επιλέγεται 

έτσι ώστε το απλοϊκό µοντέλο να είναι ασταθές για κατακόρυφο φορτίο P ίσο µε το 

φορτίο λυγισµού Euler του εφεδράνου PE. ∆ηλαδή K1=PEh. Επιπλέον η οριζόντια 

ακαµψία K2 επιλέγεται ίση µε την οριζόντια ακαµψία του ελαστοµεταλλικού εφεδράνου 

KH. ∆ηλαδή K2=GA/tr. 

Οι εξισώσεις ισορροπίας του µοντέλου στην παραµορφωµένη θέση οδηγούν στην 

ακόλουθη µειωµένη οριζόντια ακαµψία KH
* λόγω της επίδρασης του αξονικού φορτίου. 

 



















−=

2
* 1

crit
HH P

PKK  (4-27) 

Στην πράξη το κατακόρυφο φορτίο P είναι αρκετά µικρότερο από το κρίσιµο φορτίο 

λυγισµού στην απαραµόρφωτη θέση Pcrit έτσι ώστε η αποµείωση της οριζόντια 

ακαµψίας να µην είναι σηµαντική. Για παράδειγµα αν το κατακόρυφο φορτίο P είναι 

µικρότερο από 0.32 φορές το Pcrit τότε η αποµείωση της οριζόντιας ακαµψίας είναι 

µικρότερη από 10%. 

Η κατακόρυφη βύθιση δV κατά την οριζόντια µετατόπιση D του απλοποιητικού 

µοντέλου δίνεται από την σχέση : 

h 

P 

FH 

2Κ 

1Κ 
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h

D
P

PPδ
E

S
V

2+
=  (4-28) 

όπου PE είναι το φορτίο ελαστικού λυγισµού Euler για το υποστύλωµα και Ps η 

διατµητική δυσκαµψία ανά µονάδα µήκους σύµφωνα µε τις σχέσεις (4-29). Αυτή η 

βύθιση επαλληλίζεται στην βύθιση λόγω της αξονικής συµπίεσης του εφεδράνου από 

το φορτίο P. Προκαλείται από την περιστροφή των µεταλλικών πλακών ενίσχυσης στο 

κέντρο του ελαστοµεταλλικού εφεδράνου στην µετατοπισµένη θέση. Η περιστροφή 

αυτή παράγει διατµητικές τάσεις από την συνιστώσα του κατακόρυφου φορτίου P η 

οποία είναι παράλληλη στις µεταλλικές πλάκες και συνεπαγόµενες διατµητικές 

παραµορφώσεις που οδηγούν στην κατακόρυφη βύθιση δV. 

Η κατακόρυφη βύθιση κατά την οριζόντια µετατόπιση θα πρέπει να λαµβάνεται 

υπόψη στις περιπτώσεις όπου γίνεται παράλληλη χρήση ελαστοµεταλλικών εφεδράνων 

σεισµικής µόνωσης και µονωτήρων ολίσθησης. Αν οι δύο προηγούµενοι τύποι 

σεισµικών µονωτήρων χρησιµοποιούνται σε µικρή απόσταση µεταξύ τους και κάτω 

από άκαµπτα στην κατακόρυφη διεύθυνση δοµικά στοιχεία τότε η τάση για 

διαφορετική κατακόρυφη βύθιση κατά την οριζόντια µετατόπιση µπορεί να οδηγήσει 

σε σηµαντικές ανακατανοµές των κατακόρυφων φορτίων. 

 


