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6.   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΤΩΝ 
ΣΕΙΣΜΙΚΩΝ ΜΟΝΩΤΗΡΩΝ 

 

 

6.1   Γενικά 

Οι σεισµικοί µονωτήρες προσοµοιώνονται µε στοιχεία που παρουσιάζουν ελαστική, 

ανελαστική ή υστερητική ιξώδη συµπεριφορά και συµπεριφορά τριβής. 

1. Ελαστικά στοιχεία - Χρησιµοποιούνται για να προσοµοιώσουν 

προσεγγιστικά την συµπεριφορά των ελαστοµεταλλικών εφεδράνων. 

2. Υστερητικά στοιχεία - Χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση της 

συµπεριφοράς των ελαστοµεταλλικών εφεδράνων υψηλής απόσβεσης, των 

L.R.B. (ελαστοµεταλλικά εφέδρανα µε πυρήνα µολύβδου) και των µαλακών 

µεταλλικών αποσβεστήρων µε µορφή στρεπτικών ή καµπτικών δοκών.  

3. Στοιχεία µε συµπεριφορά τριβής - Χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση 

της συµπεριφοράς διεπιφανειών από Teflon και χάλυβα καθώς και άλλων 

επιφανειών που ολισθαίνουν η µία πάνω στην άλλη αναπτύσσοντας τριβή. 

4. Ιξώδη στοιχεία - Προσοµοιάζουν την απορρόφηση ενέργειας στους 

ιξωελαστικούς και στους υδραυλικούς αποσβεστήρες. 

 

Στη συνέχεια εξετάζονται πιο αναλυτικά τα στοιχεία υστέρησης και τριβής και 

παρουσιάζεται η µαθηµατική προσοµοίωση της συµπεριφοράς τους. 
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6.2   Μονοδιάστατα Στοιχεία Υστέρησης 

Αρκετά προσοµοιώµατα έχουν χρησιµοποιηθεί για να διατυπώσουν την σχέση 

δύναµης-παραµόρφωσης των ανελαστικών δοµικών στοιχείων που υποβάλλονται σε 

αρµονικά ή άλλα δυναµικά φορτία. Οι δύο διαφορετικοί τύποι προσοµοιωµάτων που 

έχουν αναπτυχθεί είναι α) Τα προσοµοιώµατα που περιγράφονται από αλγεβρικές 

εξισώσεις, όπως το "Ramberg -Osgood" , διγραµµικά και ελαστοπλαστικά 

προσοµοιώµατα και β) Τα προσοµοιώµατα που περιγράφονται από διαφορικές 

εξισώσεις, όπως το προσοµοίωµα του Bouc-Wen.  

Τα πλεονεκτήµατα των προσοµοιωµάτων που περιγράφονται από διαφορικές 

εξισώσεις είναι τα εξής: 

1. Ικανότητα να αναπαράγουν πληθώρα υστερητικών συµπεριφορών. Αυτή η ποικιλία 

συµπεριφορών µπορεί να παραχθεί µε την κατάλληλη επιλογή διαφόρων 

παραµέτρων των διαφορικών εξισώσεων. 

2. Μεγάλη υπολογιστική ικανότητα, η οποία προκύπτει από το γεγονός ότι ο 

καθορισµός των βρόχων υστέρησης στα προσοµοιώµατα αυτά δεν είναι 

απαραίτητος. 

Το τροποποιηµένο βισκοπλαστικό προσοµοίωµα, που χρησιµοποιείται για την 

προσοµοίωση των στοιχείων υστέρησης, είναι µια επέκταση του προσοµοιώµατος του 

Wen. Το προσοµοίωµα αυτό υιοθετήθηκε εξαιτίας της υπολογιστικής του ικανότητας. 

Σύµφωνα µε αυτό το προσοµοίωµα, η δύναµη επαναφοράς Fh, σε ένα σύστηµα 

υστέρησης, περιγράφεται από την σχέση: 

 ( ) ZFU
U
FF yy

y

h αα −+= 1  (6.1) 

Όπου, α είναι ο λόγος της µετελαστικής προς την ελαστική δυσκαµψία, Fy η δύναµη 

διαρροής, Uy η µετακίνηση διαρροής, U η µετακίνηση και Z µία αδιάστατη ποσότητα 

υστέρησης. Ο πρώτος όρος της δύναµης υστέρησης παριστάνει την γραµµική ελαστική 

συνιστώσα και ο δεύτερος την ελαστοπλαστική υστερητική συνιστώσα. 
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Η αδιάστατη ποσότητα υστέρησης Z ελέγχεται από την παρακάτω διαφορική 

εξίσωση:  

 ( )( ){ }UUSignU
dt

dZ ny && βγ +ΖΖ−Α=  (6.2) 

όπου γ, β, η και Α, αδιάστατες παράµετροι που ελέγχουν το σχήµα των βρόγχων 

υστέρησης, και 
dt

dUU =&  η ταχύτητα. 

 

6.3   Ανελαστική ∆ιαξονική Συµπεριφορά των Στοιχείων 
Υστέρησης 

Αναλυτικά και πειραµατικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι η ανελαστική διαξονική 

συµπεριφορά είναι σηµαντική. Γενικά, για κίνηση εντός του επιπέδου, κάθε σεισµικά 

µονωµένο εφέδρανο υφίσταται µετακίνηση κατά δύο ορθογώνιες διευθύνσεις και 

συγχρόνως στροφή στο ίδιο επίπεδο. Η κίνηση αυτή συναντά αντίδραση από δυνάµεις 

κατά τις δύο διευθύνσεις και από ροπή στο ίδιο επίπεδο. Η αντίσταση αυτή ασκεί µία 

συνολική αντίδραση στο κέντρο µάζας της βάσης. 

Λαµβάνοντας υπόψη την αλληλεπίδραση µόνο µεταξύ των δυνάµεων, κατά τις 

διευθύνσεις Χ και Υ, η διαξονική συµπεριφορά προσοµοιάζεται µε τις συζευγµένες 

διαφορικές εξισώσεις που πρότεινε αρχικά ο Park και στη συνέχεια επέκτειναν οι 

Kunnath και Reinhorn. Οι εξισώσεις αυτές, που περιγράφουν τις δυνάµεις επαναφοράς, 

είναι οι εξής: 
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 (6.3) 

όπου αχ και αy είναι ο λόγος της ανελαστικής προς την ελαστική δυσκαµψία κατά τις 

διευθύνσεις Χ και Υ αντίστοιχα. 
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Ο πρώτος όρος του αθροίσµατος παριστάνει την γραµµική ελαστική συνιστώσα και 

ο δεύτερος την ελαστοπλαστική συνιστώσα της δύναµης επαναφοράς. Οι αδιάστατες 

ποσότητες Ζχ και Ζy ελέγχονται από τις παρακάτω συζευγµένες διαφορικές εξισώσεις, οι 

οποίες περιγράφουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των διευθύνσεων Χ και Y : 
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 (6.4) 

Η συνισταµένη δύναµη αντίστασης αναπτύσσεται υπό γωνία θ ως προς τον Χ άξονα. 

Γενικά κατά την κίνηση εντός επιπέδου µιας ορθογωνικής επιφάνειας χωρίς στροφή, σε 

κάθε χρονική στιγµή, οι συνιστώσες 
dt

dUU x
x =&  και 

dt

dU
U y

y =&  της σχετικής ταχύτητας 

της επιφάνειας, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον προσδιορισµό της συνισταµένης 

στιγµιαίας ταχύτητας 
dt

dUU =&  και της γωνίας θ, που σχηµατίζει αυτή ως προς τον 

άξονα των Χ. Έτσι έχουµε τις εξής εκφράσεις: 

 ( )xy UU &&1tan−=θ   

και                       ( )22
yx UUU &&& +=   

Οι εξισώσεις που ελέγχουν τα Ζx και Ζy µπορούν να διατυπωθούν ως εξής: 
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Επιπλέον, λόγω του ότι µετά την φάση διαρροής ισχύει: 

 0=
x

x

dU
dZ    και   0=

y

y

dU
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οι εξισώσεις (6.5) και (6.6) µπορούν να διατυπωθούν και ως εξής: 
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όπου θtan=
x

y

dU
dU

 και θcot=
y

x

dU
dU . 

Οπότε το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων (6.7) και (6.8) έχει ως λύση : 

 θcos=Ζ x    και  θsin=Ζ y   

υπό τον όρο ότι ( ) 1=+
Α

γβ . 

Αντικαθιστώντας τα Ζx και Ζy στην αρχική εξίσωση (6.1), παίρνουµε τις ελαστικές 

και ελαστοπλαστικές συνιστώσες των δυνάµεων υστέρησης κατά τις διευθύνσεις Χ και 

Y. 

Με τις παραπάνω σχέσεις αναλύεται η αλληλεπίδραση µεταξύ των δυνάµεων κατά Χ 

και Y. Η συνεισφορά της στρεπτικής κίνησης σε κάθε εφέδρανο αµελείται.  

Αυτό το διαξονικό προσοµοίωµα υστέρησης χρησιµοποιείται από το πρόγραµµα 3D-

BASIS για την προσοµοίωση των "lead-rubber bearings" (ελαστικά εφέδρανα µε 

πυρήνα µολύβδου), των "high damping bearings" (εφέδρανα υψηλής απόσβεσης), και 

των "steel dampers" (µεταλλικών αποσβεστήρων). 

 

6.4   Μονοδιάστατα Στοιχεία Τριβής 

Στις ασύµµετρες κατασκευές, κάθε εφέδρανο τριβής υφίσταται διαφορετικές 

µετατοπίσεις κατά τις δύο διευθύνσεις µε αποτέλεσµα να απαιτούνται πολύπλοκες 

συνθήκες περιγραφής της συγκράτησης-ολίσθησης (stick–slip conditions). Η χρήση του 

προσοµοιώµατος τριβής κατά Coulomb κάτω από αυτές τις συνθήκες είναι εξαιρετικά 

πολύπλοκη. Γι' αυτό το λόγο χρησιµοποιείται το τροποποιηµένο ιξωπλαστικό 

προσοµοίωµα για την προσοµοίωση των στοιχείων τριβής. 
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Πειράµατα έδειξαν ότι ο συντελεστής τριβής εξαρτάται από την ταχύτητα και την 

πίεση στην διεπιφάνεια των ολισθαινόντων τµηµάτων. Ο συντελεστής τριβής που 

αντιστοιχεί στην ταχύτητα ολίσθησης U&  περιγράφεται κατά προσέγγιση από την 

σχέση: 

 ( )Uffs
&αµ −∆−= expmax  (6.9) 

όπου, fmax είναι ο συντελεστής τριβής για πολύ µεγάλη ταχύτητα ολίσθησης, ∆f είναι 

η διαφορά µεταξύ fmax και του συντελεστή τριβής ολίσθησης σε πολύ µικρή ταχύτητα, 

και α είναι µια σταθερά που ελέγχει την µεταβολή του συντελεστή τριβής από τις πολύ 

µικρές στις πολύ µεγάλες ταχύτητες ολίσθησης .  

Η δύναµη τριβής Ff, στο τροποποιηµένο ιξωπλαστικό προσοµοίωµα δίνεται από την 

σχέση: 

 WZF sf µ=  (6.10) 

όπου, µs είναι ο συντελεστής τριβής, ο οποίος µεταβάλλεται µε την ταχύτητα, W 

είναι το βάρος στην διεπιφάνεια τριβής και το Ζ ορίζεται από την εξίσωση (6.2) 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι κατά την διάρκεια της φάσης ολίσθησης, η µεταβλητή Ζ 

παίρνει τις τιµές ±1, ενώ κατά την διάρκεια της συγκράτησης η απόλυτη τιµή του Ζ 

παραµένει µικρότερη της µονάδος. 

Βασικός περιορισµός του ιξωπλαστικού προσοµοιώµατος, είναι η ανικανότητά του 

να αναπαράγει πραγµατικά απολύτως πλαστική συµπεριφορά. Παρ' όλα αυτά, λόγω του 

ότι οι διεπιφάνειες από Teflon και χάλυβα υφίστανται πολύ µικρές ελαστικές 

µετακινήσεις πριν την ολίσθηση, µικρές τιµές µετατόπισης διαρροής, της τάξεως των 

0,010 cm, µπορούν λογικά να υποτεθούν και έτσι το ιξωπλαστικό προσοµοίωµα µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί και για τα συστήµατα τριβής. Με βάση το προσοµοίωµα αυτό, µε 

κατάλληλη εκλογή των παραµέτρων του, αναπαράγονται βρόγχοι υστέρησης οι οποίοι 

συµφωνούν µε πειραµατικά αποτελέσµατα. 

Η τριβή στην διεπιφάνεια παρουσιάζει υψηλότερη τιµή για την χρονική στιγµή πριν 

την αρχική ολίσθηση (τριβή αποκόλλησης). Η τιµή αυτή δίνεται από την σχέση. 

 ( )fs Dfb −= maxµ   για  999.0≤Z  (6.11) 
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Η αρχική ολίσθηση ξεκινά για τιµές του Ζ: 999.0>Z . Επιπλέον b>1 και 

( )fDf −max  είναι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης σε µηδενικές κυρίως ταχύτητες 

ολίσθησης. Μετά την έναρξη της ολίσθησης η εξίσωση (6.9) δίνει τον συντελεστή 

τριβής ολίσθησης.  

 

6.5   ∆ιαξονικά Στοιχεία Τριβής 

Η τριβή στην επίπεδη κίνηση, εµφανίζεται σε µη συµµετρικές κατασκευές µε 

σεισµικά µονωµένη βάση και σε συστήµατα που διεγείρονται από εδαφική κίνηση 

πολλών κατευθύνσεων. Στα εφέδρανα από Teflon, η διεπιφάνεια Teflon-χάλυβα 

υφίσταται µετακίνηση κατά δύο ορθογώνιες διευθύνσεις και στροφή στο επίπεδο της. Η 

κίνηση αυτή έχει ως επακόλουθο την εµφάνιση δυνάµεων τριβής κατά τις δύο 

διευθύνσεις καθώς και ροπής. 

Οι δυνάµεις τριβής που δηµιουργούνται σε κάθε µονωτήρα κατά τις διευθύνσεις Χ 

και Y προκαλούν δυνάµεις επαναφοράς δηλ. δύναµη κατά Χ και Y και στρεπτική ροπή 

στο κέντρο µάζας της βάσης. Όπως στις σεισµικά µονωµένες κατασκευές µε 

ελαστοµεταλλικά εφέδρανα, έτσι και εδώ, η συνεισφορά της στρεπτικής ροπής κάθε 

µονωτήρα είναι αµελητέα σε σύγκριση µε την συνολική στρεπτική ροπή αντίστασης 

στο κέντρο της µάζας της βάσης και γι' αυτό αµελείται. 

Η συνισταµένη δύναµη αντίστασης τριβής σε κάθε επιφάνεια, αντιτίθεται στην 

σταδιακά µεταβαλλόµενη µετακίνηση που υπολογίζεται σε κάθε χρονική ολοκλήρωση. 

Κάθε χρονική στιγµή, η συνισταµένη δύναµη τριβής βρίσκεται υπό γωνία θ ως προς τον 

άξονα των Χ. Στην γενική επίπεδη κίνηση µιας διεπιφάνειας από Teflon και χάλυβα 

χωρίς στροφή, οι συνιστώσες της σχετικής ταχύτητας xU&  και yU&  µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν κάθε χρονική στιγµή, για τον προσδιορισµό της συνολικής στιγµιαίας 

ταχύτητας U&  και της γωνίας θ που σχηµατίζει αυτή µε τον άξονα των Χ: 
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Οι δυνάµεις τριβής xF  και yF  (που ασκούνται στην διεπιφάνεια), δίνονται από τις 

εξισώσεις: 

 θµ cosWF sx =  (6.12) 

και θµ sinWF sy =  (6.13) 

όπου ο µs δίνεται από την σχέση (6.9) και οι παράµετροι maxf , fD  και α  

εξαρτώνται γενικά από την διεύθυνση της ολίσθησης. Σε µία ισοτροπική επιφάνεια, ο 

συντελεστής µs είναι ανεξάρτητος της γωνίας θ, και η καµπύλη αλληλεπίδρασης των 

δυνάµεων Fx και Fy έχει κυκλική µορφή. Σε µία ανισοτροπική επιφάνεια η καµπύλη 

αυτή απέχει αρκετά από την κυκλική µορφή. Η αλληλεπίδραση µεταξύ των δυνάµεων 

τριβής, κατά τις δύο διευθύνσεις Χ και Y και της ροπής, έχει µεγάλη σηµασία στην 

προσοµοίωση της τριβής στην επίπεδη κίνηση. Όπως απέδειξαν όµως οι Constantinou 

και Mokha, η ροπή που αναπτύσσεται στις επιφάνειες των στοιχείων µε συµπεριφορά 

τριβής, είναι ανεξάρτητη από τις δυνάµεις τριβής κατά Χ και Y. 

Η προσοµοίωση της τριβής, στην επίπεδη κίνηση, στηρίζεται στις συζευγµένες 

διαφορικές εξισώσεις (6.4), που ισχύουν και για τα στοιχεία υστέρησης. Κατά την 

ολίσθηση οι µεταβλητές xZ  και yZ  φτάνουν τις µέγιστες τιµές τους , δηλαδή ισχύει: 

 0==
y

y

x

x

dU
dZ

dU
dZ

 

οπότε οι εξισώσεις (6.4) εκφράζονται ως εξής: 

 
γβ +

Α
=+ yx

x

y
x ZZ

dU
dU

Z 2  (6.14) 

 
γβ +

Α
=+ yx

y

x
y ZZ

dU
dUZ 2  (6.15) 

όπου θtan=
x

y

dU
dU

 και θcot=
y

x

dU
dU . 

Οπότε το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων (6.14) και (6.15) έχει ως λύση : 
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 θcos=Ζ x    και  θsin=Ζ y  

υπό τον όρο ότι ( ) 1=+
Α

γβ . 

Οπότε οι δυνάµεις τριβής κατά τις διευθύνσεις Χ και Y εκφράζονται ως εξής: 

 xsx ZWF µ=  (6.16) 

 ysy ZWF µ=  (6.17) 

οι οποίες είναι ισοδύναµες µε τις εξισώσεις (6.12) και (6.13).Το προσοµοίωµα αυτό 

χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση των στοιχείων τριβής, µε τριβή στην επίπεδη 

κίνηση, στο πρόγραµµα 3D-BASIS. 

 

6.6   Μη-Γραµµική Συµπεριφορά Μονοβάθµιου Ταλαντωτή - 
Μονωτήρα 

Η ελαστική δύναµη επαναφοράς του µονωτήρα καθορίζεται από την σχέση: 

 ( ) ( )tzF
u
F

F y
y

y αα −+= 1  (6.18) 

όπου z(t) αδιάστατος συντελεστής συµπεριφοράς του ταλαντωτή ο οποίος ικανοποιεί 

την διαφορική εξίσωση: 

 ( ){ } )()()(()(1)( tutztusigntzA
u

tz n

y

&&& βγ +−=  (6.19) 

Αν θεωρήσουµε ένα µονοβάθµιο ταλαντωτή ενός µονωτήρα µε την παραπάνω 

δύναµη επαναφοράς ο οποίος έχει µάζας m και πρόσθετη ιξώδη απόσβεσης c τότε η 

εξίσωση δυναµικής ισορροπίας του είναι: 

 ( ) ( ) ( )tfFtuctum =++ &&&  (6.20) 

όπου f(t) η εξωτερική δυναµική διέγερση. 
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Αντικαθιστώντας την δύναµη επαναφοράς από τις αντίστοιχες σχέσεις λαµβάνουµε: 

 )()()1()()( tftzFa
u
F

atuctum y
y

y =−+++ &&&  (6.21) 

Το σύστηµα των δύο διαφορικών εξισώσεων µία δευτέρας τάξεως και µία πρώτης 

τάξεως µετασχηµατίζεται σε ένα σύστηµα τριών διαφορικών εξισώσεων πρώτου 

βαθµού ακολουθώντας την λεγόµενη διατύπωση στον χώρο κατάστασης (state space) 

µε τη θεώρηση των εξής µεταβλητών: 

 )()(),()(),()( 321 tztxtutxtutx === &  (6.22) 
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 (6.23) 

Το παραπάνω σύστηµα τριών µη-γραµµικών εξισώσεων επιλύεται αριθµητικά µε 

την µέθοδο Runge Kutta 4ης τάξεως. Για ταλαντωτή µε τιµές α=0.023, Fy=2.86 kN, 

uy=0.111 cm, A=1, β=0.1, γ=0.9, m=286 kNsec2/m και c=0 και για διάφορες αρχικές 

τιµές µετακινήσεων και ταχυτήτων προκύπτουν οι ακόλουθες λύσεις. Οι λύσεις 

παρουσιάζονται στο πεδίο των φάσεων (οριζόντιος άξονας η µετατόπιση και 

κατακόρυφος άξονας η ταχύτητα).  
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Σχήµα 6.1 Ελεύθερες Ταλαντώσεις στο πεδίο των φάσεων 

 

 

Σχήµα 6.2  Τρισδιάστατη απεικόνιση της µετατόπισης και της ταχύτητας µε τον χρόνο 

(διάρκεια 360 sec) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: Μαθηµατική Προσοµοίωση των Σεισµικών Μονωτήρων  124 

 “Σχεδιασµός Σεισµικής Μόνωσης Κτιρίων και Γεφυρών”  Β. Κουµούσης 

 

Σχήµα 6.3  Τρισδιάστατη ανάλυση µετατοπίσεων και ταχυτήτων στο χρόνο για διάφορες 

αρχικές µετατοπίσεις και ταχύτητες 

 

Από το Σχήµα 6.1 προκύπτει ότι για αρχική ταχύτητα 8cm/sec ο ταλαντωτής 

παρουσιάζει ευσταθή συµπεριφορά δηλαδή µετά από τον παρέλευση κάποιου χρόνου 

ηρεµεί. Η σταθεροποίηση του ταλαντωτή γίνεται όχι στη µηδενική θέση αλλά σε 

µετατοπισµένη θέση.  

Στο Σχήµα 6.2 παρουσιάζεται η χρονική εξέλιξη των µετατοπίσεων και ταχυτήτων 

για αρχική µετατόπιση 5cm, όπου και παρατηρείται ασυµπτωτική συµπεριφορά προς 

την ηρεµία µε µηδενικές ταχύτητες και µετατοπίσεις. 

Στο Σχήµα 6.3 παρουσιάζονται αντίστοιχα οι µετατοπίσεις και οι ταχύτητες του 

ταλαντωτή για διάφορε αρχικές τιµές των µετατοπίσεων (2, 4, 6, 8 cm) και µηδενικών 

ταχυτήτων καθώς και µηδενικών µετατοπίσεων και αρχικών ταχυτήτων (2, 4, 6, 8 

cm/sec). 

Η παραπάνω συµπεριφορά αντιστοιχεί σε α=0.023 που καθορίζει το ποσοστό της 

ελαστικής γραµµικής συµπεριφοράς. Αυξάνοντας τον συντελεστή α λαµβάνουµε 

συµπεριφορές που ασυµπτωτικά προσεγγίζουν τον µονοβάθµιο ελαστικό ταλαντωτή. Η 

συµπεριφορά αυτή φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. 
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Σχήµα 6.4  Πορτραίτο φάσεων για α=0.002 

 

 

Σχήµα 6.5  Πορτραίτο φάσεων για α=0.01 
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Σχήµα 6.6  Πορτραίτο φάσεων για α=0.4 

 

Σχήµα 6.7  Πορτραίτο φάσεων για α=0.75 
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Σχήµα 6.8  Πορτραίτο φάσεων για α=0.9 

 

Στο Σχήµα 6.9 παρουσιάζεται η µεταβολή των µετακινήσεων και ταχυτήτων µε τον 

χρόνο για ένα σύστηµα µονωτήρα που διεγείρεται µε µία ηµιτονική διέγερση sin(0.1t). 

Παρατηρείται η επιρροή της διέγερσης που επικρατεί της κίνησης µετά την πάροδο 

κάποιου χρόνου και την σηµαντική απόσβεση του πλάτους ταλάντωσης και ταχυτήτων. 

Η µελέτη της συµπεριφοράς ενός µη γραµµικού ταλαντωτή για διάφορες συχνότητες 

διέγερσης σε σχέση µε τις ιδιοσυχνότητες του ταλαντωτή αποτελεί ένα ειδικό θέµα που 

δεν αναλύεται στη παρούσα ανάλυση. 
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Σχήµα 6.9 Μεταβολή µετατοπίσεων και ταχυτήτων µε τον χρόνο για ηµιτονική διέγερση 

 

6.7    Μη-Γραµµική Συµπεριφορά ∆ιβάθµιου Ταλαντωτή -
Μονωτήρα 

Η διδιάστατη συµπεριφορά του ταλαντωτή στο επίπεδο µε βαθµούς ελευθερίας τις 

µετατοπίσεις xu και yu  που συζευγνύονται µέσω των αδιάστατων µεταβλητών yx zz ,  

περιγράφεται ως εξής: 
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και  
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Το παραπάνω σύστηµα ανάγεται σε ένα σύστηµα έξι πρωτοβαθµίων εξισώσεων ως 

προς τις ανεξάρτητες µεταβλητές: 
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και λαµβάνει την µορφή: 

 ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }






































+−+−

+−−−−

+−+−

+−−−−

=































)())()(()()())()(()()(1

)()()1()()(

)(

)())()(()()()())()(()(1

)()()1()()(

)(

)(
)(
)(
)(
)(
)(

565
2
523263

312

5

56563232
2
3

312

2

6

5

4

3

2

1

txtxtxsigntxtxtxtxsigntxtxA
u

tftxFatx
u
Fatx

m
c

tx

txtxtxsigntxtxtxtxtxsigntxA
u

tftxFatx
u
Fatx

m
c

tx

tx
tx
tx
tx
tx
tx

y
y

x
y

xxy
x

y
x

x
x

y
x

x
y

xxy
x

y
x

x
x

βγβγ

βγβγ

&

&

&

&

&

&

 (6.26) 

Για διάφορες αρχικές τιµές µετακινήσεων και ταχυτήτων προκύπτουν οι ακόλουθες 

λύσεις. Οι λύσεις παρουσιάζονται στο πεδίο των φάσεων (οριζόντιος άξονας η 

µετατόπιση και κατακόρυφος άξονας η ταχύτητα).  

 

Σχήµα 6.10  Πορτραίτο φάσεων διβάθµιου συστήµατος για α=0.9 διεύθυνση x-x 
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Σχήµα 6.11  Χρονική µεταβολή µετατοπίσεων και ταχυτήτων κατά x για εξαναγκασµένη 

διέγερση sin(2t). 

 

Σχήµα 6.12 Σχήµα Χρονική µεταβολή µετατοπίσεων και ταχυτήτων κατά x για ελεύθερη 

ταλάντωση 
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Σχήµα 6.13  Πορτραίτο φάσεων κατά y για α=0.9 

 

Σχήµα 6.14  Χρονική µεταβολή µετατοπίσεων και ταχυτήτων κατά y – ελεύθερη 

ταλάντωση  
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Σχήµα 6.15 Χρονική µεταβολή µετατοπίσεων και ταχυτήτων κατά y – εξαναγκασµένη 

ταλάντωση sin(2t) 

 

 


