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7.   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΤΗΣ ΑΝΩ∆ΟΜΗΣ 

 

 

7.1   Μαθηµατική Προσοµοίωση της Ανωδοµής 

Τα µη κανονικά πολυώροφα κτίρια δηλ. αυτά που παρουσιάζουν εκκεντρότητα 

µεταξύ κέντρου µάζας και κέντρου ακαµψίας, εκδηλώνουν στρεπτικές κινήσεις στα 

διαφράγµατα λόγω της µετακίνησης του εδάφους, ακόµα και όταν η µετακίνηση είναι 

οµοιόµορφη κάτω από τη βάση χωρίς στρεπτικές συνιστώσες. Η ανάλυση τέτοιων 

κτιρίων απαιτεί εκτός από µετακινησιακούς και στροφικούς βαθµούς ελευθερίας. Γι' 

αυτό το λόγο θεωρούµε µία τρισδιάστατη κατασκευή µε τρεις βαθµούς ελευθερίας σε 

κάθε όροφο, (διάφραγµα), για την ικανοποιητική προσοµοίωση της ελαστικής 

κατασκευής.  

Στο πρόγραµµα 3D-BASIS παρέχονται δύο δυνατότητες προσοµοίωσης της 

ανωδοµής. Στην πρώτη επιλογή η ανωδοµή θεωρείται ως ένα τρισδιάστατο διατµητικό 

κτίριο, όπου τα κατακόρυφα στοιχεία θεωρούνται αµφίπακτα ή µε άλλα λόγια η 

δυσκαµψία των δοκών θεωρείται πολύ µεγάλη και στην δεύτερη ως ένα πραγµατικά 

τρισδιάστατο φορέα µε πλαισιακή λειτουργία των οριζοντίων και κατακορύφων 

στοιχείων στο χώρο. Στην περίπτωση των διατµητικών κτηρίων, λόγω της µεγάλης 

ακαµψίας των δοκών και των αµελητέων αξονικών παραµορφώσεων των 

υποστυλωµάτων, τα διαφράγµατα µετακινούνται οριζόντια, οι δε στύλοι 

συµπεριφέρονται ως αµφίπακτοι µε αποτέλεσµα την δυνατότητα ανάλυσης ξεχωριστά 

κάθε ορόφου. Στην συνέχεια περιγράφεται το µητρώο ακαµψίας της ανωδοµής, για την 

πρώτη θεώρηση της ανωδοµής ως διατµητικό κτίριο. 

Θεωρούµε µια Ν-όροφη εξιδανικευµένη ανωδοµή, η οποία αποτελείται από πλάκες 

άπειρης ατένειας στο επίπεδό τους στηριζόµενες σε αξονικά απαραµόρφωτα 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: Μαθηµατική Προσοµοίωση και Ανάλυση της Ανωδοµής  134 

 “Σχεδιασµός Σεισµικής Μόνωσης Κτιρίων και Γεφυρών”  Β. Κουµούσης 

υποστυλώµατα και τοιχώµατα, η µάζα των οποίων θεωρείται συγκεντρωµένη στις 

στάθµες των ορόφων. Θεωρούµε ότι τα κέντρα µάζας όλων των ορόφων και της βάσης 

βρίσκονται επί του ίδιου κατακόρυφου άξονα, και ότι οι κύριοι άξονες αντίστασης 

(ακαµψίας) όλων των ορόφων έχουν τον ίδιο προσανατολισµό, ενώ δεν βρίσκονται κατ' 

ανάγκη επί του ίδιου κατακόρυφου άξονα. 

Οι εκκεντρότητες, exl και eyl , µεταξύ κέντρων µάζας και κέντρων αντίστασης 

ορίζονται ως εξής: 

   ∑=
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xl kX
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i

ixil
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όπου, ∑=
i

ixxl kK  και ∑=
i

iyyl kK , 

τα kix και kiy αντιπροσωπεύουν τις µετακινησιακές ακαµψίες των στοιχείων 

(υποστυλωµάτων ή τοιχωµάτων) κάθε ορόφου l , ως προς τους κύριους άξονες 

αντίστασης X και Y αντιστοίχως. Τα Xil και Yil προσδιορίζουν την θέση κάθε στοιχείου 

i µε σηµείο αναφοράς το κέντρο µάζας κάθε ορόφου. Η στρεπτική ακαµψία κάθε 

ορόφου l , ως προς το κέντρο µάζας του, δίνεται από την σχέση: 

 ∑∑ +=
i

iliy
i

ilixtl XkYkK 22  

όπου τα Xil και Yil προσδιορίζουν την θέση κάθε στοιχείου i µε σηµείο αναφοράς το 

κέντρο µάζας κάθε ορόφου. 

Οπότε το µητρώο ακαµψίας της κατασκευής παίρνει την εξής τρισδιαγώνια µορφή: 
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  (συνεχίζεται) 
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7.2   ∆υναµική Ανάλυση της Κατασκευής 

Για την διατύπωση των εξισώσεων κίνησης των πολυωρόφων κτιρίων, υπό την 

δράση δυναµικών φορτίων, γίνεται χρήση της αρχής D' Alembert, σύµφωνα µε την 

οποία ένα σύστηµα βρίσκεται σε δυναµική ισορροπία υπό την επενέργεια των 

εξωτερικών δυνάµεων που δρουν σε αυτό και των αδρανειακών δυνάµεων του σε κάθε 

χρονική στιγµή. Οι αδρανειακές δυνάµεις δρουν αντίθετα από την επιτάχυνση και είναι 

ανάλογες της µάζας και της επιτάχυνσης ενώ εφαρµόζονται στο κέντρο βάρους της 

µάζας που αναφέρονται. ∆ηλαδή: 

 αr
r

mf I −=  

Για την ανάλυση των πολυωρόφων κτιρίων γίνεται η παραδοχή της συγκέντρωσης της 

µάζας της κατασκευής στις στάθµες των ορόφων. Με βάση την παραδοχή 

συγκεντρωµένων µαζών, οι αδρανειακές δυνάµεις, στις στάθµες των ορόφων, 

ανάγονται στο κέντρο βάρους κάθε ορόφου ως δυνάµεις αδράνειας κατά την διεύθυνση 

των µεταφορικών β.ε. στο κέντρο βάρους κάθε ορόφου και της αδρανειακής ροπής 

κατά την κατακόρυφη στροφική επιτάχυνση κάθε διαφράγµατος. Η αδρανειακή ροπή 

είναι ανάλογη της στροφικής αδράνειας του διαφράγµατος και εφαρµόζεται στο κέντρο 

βάρους του. Εκτός των αδρανειακών δυνάµεων στην πολυώροφη κατασκευή 

θεωρούνται ότι δρουν και δυνάµεις απόσβεσης της κίνησης ανάλογες της ταχύτητας. 
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Με βάση τα παραπάνω η διανυσµατική εξίσωση δυναµικής ισορροπίας των 

γενικευµένων δυνάµεων (δυνάµεων και ροπών) είναι: 

 { } { } { } ( ){ } 0=+++ tffff SDI  

όπου { }If  είναι οι αδρανειακές δυνάµεις, { }Df  είναι οι δυνάµεις απόσβεσης, { }Sf  

είναι οι ελαστικές δυνάµεις, και ( ){ }tf  είναι οι εξωτερικές δυναµικές δράσεις. 

Η παραπάνω εξίσωση εκφράζεται συναρτήσει των µετακινήσεων των διαφραγµάτων 

µέσο των σχέσεων: 

 { } [ ]{ }UMfI
&&−=  

 { } [ ]{ }UCfD
&−=  

 { } [ ]{ }UKfS −=  

όπου [Μ], [C] και [K] είναι τα µητρώα µάζας, απόσβεσης και ακαµψίας ως προς 

τους β.ε. των διαφραγµάτων. 

Για να πραγµατοποιηθεί η άθροιση των διανυσµάτων των παραπάνω δυνάµεων, 

αυτές πρέπει να εφαρµόζονται στα ίδια σηµεία. Οι αδρανειακές δυνάµεις και οι 

δυνάµεις απόσβεσης ορίστηκαν στο κέντρο βάρους κάθε ορόφου, ενώ οι ελαστικές 

δυνάµεις ανάγονται στα σηµεία Oi όπου τα διαφράγµατα τέµνουν τον άξονα z του 

καθολικού συστήµατος. Λόγω όµως της παραδοχής των συγκεντρωµένων µαζών, το 

µητρώο µάζας στα κέντρα βάρους των διαφραγµάτων είναι διαγώνιο µητρώο, ιδιότητα 

η οποία δεν διατηρείται αν αναχθεί στα σηµεία Oi . Για την απλούστευση λοιπόν της 

επίλυσης του προβλήµατος των ιδιοτιµών επιλέγεται η αναγωγή των ελαστικών 

δυνάµεων στα κέντρα βάρους των ορόφων. Έχοντας εκφράσει όλες τις δυνάµεις στα 

ίδια σηµεία, η άθροισή τους παρέχει την µητρωική εξίσωση της δυναµικής ισορροπίας 

της ανωδοµής: 

 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } ( ){ }tfUKUCUM =++ &&&  (7.1) 

όπου [K] το µητρώο ακαµψίας, όπως αυτό διατυπώθηκε προηγουµένως, όπου [M] 

είναι:  
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Το διαγώνιο µητρώο µάζας της ανωδοµής, που περιλαµβάνει αδρανειακούς όρους 

κατά τη διεύθυνση των µεταφορικών β.ε. καθώς και την κατακόρυφη περιστροφή των 

διαφραγµάτων. 

Και όπου [C] είναι το µητρώο απόσβεσης, το οποίο θεωρείται ότι διαγωνοποιείται 

από το µητρώο των ιδιοµορφών [Φ] έτσι ώστε: 
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όπου ζi ο συντελεστής απόσβεσης της ιδιοµορφής i. 

Όταν η πολυώροφη κατασκευή υπόκειται σε σεισµική διέγερση στη βάση της, τότε το 

καθολικό σύστηµα αναφοράς της κατασκευής και κατά συνέπεια και το κεντροβαρικό 

σύστηµα αποτελούν κινούµενα συστήµατα. Για την αναγωγή της κίνησης σε σταθερό 

σύστηµα αναφοράς, µε την προϋπόθεση ότι η εδαφική κίνηση είναι µεταφορική κατά 

σταθερή διεύθυνση, θεωρούµε την σχετική κίνηση της ανωδοµής ως προς την βάση και 

επιβάλλουµε τις δυνάµεις αδράνειας του µεταφορικά κινούµενου συστήµατος στα 

κέντρα βάρους των µαζών των ορόφων. Οπότε στην εξίσωση (7.1), έχουµε για το 

{f(t)}:  

 ( ){ } [ ][ ] ( ) ( ){ }tutuRMtf bg &&&& +−=  
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R  ,όπου Xi είναι η απόσταση του 

κέντρου µάζας του i ορόφου από το κέντρο µάζας της βάσης κατά την Χ διεύθυνση, 

και Yi η απόσταση του κέντρου µάζας του i ορόφου από το κέντρο µάζας της βάσης 

κατά την Y διεύθυνση. 

Έτσι η εξίσωση (7.1), για µια N-οροφη κατασκευή, που υπόκειται σε σεισµική 

διέγερση στη βάση της, γίνεται: 

 [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] [ ] ( ) ( ){ }
133111 xbgnxnxnnxnxnnxnxnnxnxn tutuRMUKUCUM &&&&&&& +−=++  (7.2) 

όπου U&&  είναι η σχετική επιτάχυνση κάθε ορόφου ως προς την βάση, U&  είναι η 

σχετική ταχύτητα ως προς την βάση, U είναι η σχετική µετακίνηση ως προς την βάση, 

bu&&  η σχετική ως προς το έδαφος επιτάχυνση της βάσης, και gu&&  η επιτάχυνση του 

εδάφους. 

Οι ιδιοσυχνότητες και οι αντίστοιχες ιδιοµορφές της ανωδοµής, προκύπτουν από την 

επίλυση των ελεύθερων ταλαντώσεων του συστήµατος χωρίς απόσβεση. Σύµφωνα µε 

τη µέθοδο των ιδιοµορφών, είναι δυνατόν να υπολογιστούν µόνο οι k πρώτες 

ιδιοσυχνότητες και οι αντίστοιχες ιδιοµορφές. Η δυναµική ανάλυση, µε βάση την 

παραδοχή συγκεντρωµένων µαζών και τη µέθοδο των ιδιοµορφών, χρησιµοποιώντας 

λίγες πρώτες ιδιοµορφές δίνει συγκλίνοντα αποτελέσµατα για τις µετακινήσεις των 

διαφραγµάτων και τα εντατικά µεγέθη των επιµέρους στοιχείων. Ακολουθώντας λοιπόν 

τη µέθοδο των ιδιοµορφών έχουµε τα εξής: 

Θέτοντας στην εξίσωση (7.2), όπου { } [ ]{ }*uU Φ=  και πολλαπλασιάζοντας την µε 

ΦΤ έχουµε: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] { }
133

*
1

*
1

*
1 xbgnxnxnxnnxnxnnxnxn uuRuKuCu &&&&&&& +ΜΦ−=ΦΦ+ΦΦ+ΜΦΦ ΤΤΤΤ  (7.3) 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: Μαθηµατική Προσοµοίωση και Ανάλυση της Ανωδοµής  139 

 “Σχεδιασµός Σεισµικής Μόνωσης Κτιρίων και Γεφυρών”  Β. Κουµούσης 

τα µητρώα [C] και [K] διαγωνοποιούνται από το µητρώο των ιδιοµορφών και έτσι 

καταλήγουµε στην εξίσωση: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] { }
133

*
1

2*
1

*
1 2

xbgnxnxnxninxnxniinxnxn uuRuuuI &&&&&&& +ΜΦ−=++ Τωωζ  (7.4) 

όπου ζi ο συντελεστής απόσβεσης της i ιδιοµορφής, και ωi η ιδιοσυχνότητα της i 

ιδιοµορφής.  

Για την βάση, η εξίσωση της κίνησης της ως προς τον κατακόρυφο άξονα που 

διέρχεται από το κέντρο µάζας της βάσης, έχει ως εξής:  

 [ ] { } [ ]{ }{ } [ ] { } [ ] { } [ ] { } { } 01313331333133313 =+Κ+++Μ+++Μ Ν xxbxbxbxbxgbxbnxgbxns fuuCuuuuRu &&&&&&&&&&&  (7.5) 
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 και όπου  Cb και Kb ,  είναι το µητρώο απόσβεσης της 

βάσης και το µητρώο ακαµψίας των ελαστικών στοιχείων της βάσης αντιστοίχως. 

Για το διάνυσµα {fN}3x1 έχουµε:     

 { }FrHystN fff +=  

όπου, fHyst είναι η δύναµη επαναφοράς των υστερητικών στοιχείων, και fFr είναι η 

δύναµη επαναφοράς των στοιχείων µε συµπεριφορά τριβής.  

Γράφοντας την εξίσωση (7.5) µε την εξής µορφή: 

 [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } 0=+Κ+++Μ++Μ+Μ ΤΤ
Nbbbbgbbgbss fuuCuuuuRRuR &&&&&&&&&&&  (7.6) 

και θέτοντας όπου { } [ ]{ }*uu Φ=  παίρνουµε τελικά την εξίσωση:  

 [ ] [ ] [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { } 0* =+Κ+++Μ+Μ+ΦΜ Ν
ΤΤ fuuCuuRRuR bbbbgbbnxn &&&&&&&  (7.7) 

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (7.4) και (7.7), παίρνουµε την εξίσωση της κίνησης για 

την ανωδοµή και την βάση µαζί, ως εξής: 
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